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1 ３体問題とは？
３体問題とは文字通り、３つの物体があるとき、万有引力を用いてそ
れぞれの物体の振る舞いを求める問題である。しかし、意外かもしれな
いが、この問題は解けないのである。２つの物体があるまでなら、高校
物理なので万有引力を用いて解いたことがあろう。その解は大きく分け
て、楕円運動、双曲線運動、放物線運動の３つのタイプの解であった。な
ら、普通に考えるともう１個物体が増えてもどうってことないと思える
が、しかし、３つの物体があると解けないことが数学的に証明されてい
る。よって、コンピュータによって近似的に予測することしかできない
のである。私たちの世界は、３つどころか無数の物体が互いに相互作用
しながら存在している。このような世界で何が起こることをどうやって
わかろうか。

2 特別な３体問題
２体問題では、よく太陽と地球のモデルを考え、太陽を固定して考え
る。それは、太陽の質量が地球と比べて非常に大きいから、太陽は地球
と比べて少ししか動かないので太陽を固定しても問題ないのである。こ
れと同じようなことを３体問題でも行うとしよう。例えば太陽と木星の
みのモデルを考える。その近辺を彗星が通ると考えると、彗星の質量は、
太陽や木星と比べたら非常に小さいから、彗星は太陽や木星の運動に影
響しないと考えてもよい。よって、質量の大きな２体を固定して考えて、
もうひとつの物体の動きを見るには回転座標系で考える。
　まず、回転していない座標系 XYZと角速度 ωで回転する回転座標系
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xyzを用意する。また、回転軸を z軸として、Z軸も z軸と合わせて、座
標変換の関係から、

X = x cos ωt− y sin ωt

Y = x sin ωt + y cos ωt (1)

という関係式が成り立つ。これらの式を tで２回微分すると、

Ẍ = (ẍ− 2ωẏ − ω2x) cos ωt− (ÿ + 2ωẋ− ω2y) sin ωt

Ÿ = (ẍ− 2ωẏ − ω2x) sin ωt + (ÿ + 2ωẋ− ω2y) cos ωt (2)

となる。また、力についても考え、座標系XYZでの力の成分を (Fx, Fy, Fz)

、回転座標系 xyzでは (fx, fy, fz) とおくと、式 (1)と同様な関係が成り
立つから、

Fx = fx cos ωt− fy sin ωt

Fy = fx sin ωt + fy cos ωt (3)

となる。さらに、 質量を m とすると、 mẌ = Fx 等の運動方程式が成
り立つことから、式 (2)、(3)より、

mẍ− 2mωẏ −mω2x = fx

mÿ + 2mωẋ−mω2y = fy (4)

が得られることがわかる。これが、回転座標系の運動方程式である。
　では、具体的に今回の３体問題のモデルを考えていこう。例として、太
陽と木星があり、彗星の動きを見る問題として考える。３体とも同じ平
面にあるとする。太陽の質量をM1、木星の質量をM2、彗星の質量をm0

とする。彗星と太陽の距離を r01、木星との距離を r02、太陽と木星との距
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離を r12としておく。太陽の回転座標系での座標は、

(
r12M2

M1 + M2

, 0, 0)

であり、木星の座標は、

(− r12M1

M1 + M2

, 0, 0)

であるから、

r01 =

√
(x− r12M2

M1 + M2

)2 + y2 + z2

r02 =

√
(x +

r12M1

M1 + M2

)2 + y2 + z2

となる。太陽と木星による彗星のポテンシャルは、

U = −Gm0M1

r01

− Gm0M2

r02

だから、これから彗星に働く力の回転座標系での成分が次のように求め
られる。

fx = −∂U

∂x
= −Gm0M1(x− r12M2

M1+M2
)

r2
01

− Gm0M2(x + r12M1

M1+M2
)

r2
02

fy = −∂U

∂y
= −Gm0M1y

r2
01

− Gm0M2y

r2
02

(5)

fz = −∂U

∂z
= −Gm0M1z

r2
01

− Gm0M2z

r2
02

これらの式と式（４）をあわせれば回転座標系での彗星の軌道が計算で
きる。
　ここまでくれば、ルンゲクッタの公式を使った微分方程式の数値計算がで
きるのだが、しかし、万有引力定数はmks単位系において、約6.67×10−11

であり、また太陽や木星などの質量や、その間の距離も非常に大きい。一
般的にコンピュータでは、避けられない誤差の発生を考えると、あまり値
が大きくなく小さくない数値を計算させるほうが好ましい。よって、単
位を考えず、質量や長さを無次元の量にして数値計算させるのが良い。こ
のように現象を一般化すれば、結果がわかりやすいことが多い。もちろ
ん結果を無次元を行った操作の逆を行えば実際のスケールでの結果とな
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る。これらのことは、例えば工学で、飛行機や自動車の空力実験でも行っ
ている。自動車はまだできるとしても、飛行機を実際の大きさ作って実
験してたらばからしい。それぞれの量を無次元にして相似を使って考え
て、模型を作って実験する。このほうが、はるかに効率が良い。
　ここから、今回の３体問題の無次元化を考える。まず太陽と木星の間
に成り立つケプラーの第３法則を見ると、

G(M1 + M2)

4π2
=

r3
12

T 2
(6)

である。周期 T = 2π
ω
だから、この式を書き直して、

G(M1 + M2) = ω2r3
12 (7)

となる。ここで、Gが１になるように各量を無次元化してみる。それに
は新しい変数、x’,y’,z’,m1,m2を用意して、M1 + M2と r12と ωの部分が
それぞれ１になるように考えて無次元化する。よって次の関係を満たす
ようにすればよい。

x = r12x
′, y = r12y

′, z = r12z
′, m1 =

M1

M1 + M2

,m2 =
M2

M1 + M2

(8)

これで、質量と距離としての新しい変数は無次元化されたが、まだ時間 t

が残っている。角速度 ωに注目して、

ω =

√√√√G(M1 + M2)

r3
12

(9)

単位は（ラジアン/毎秒）であり、ラジアンは無次元な物理量だから、時
間としての無次元化された新しい変数を sとすると、

s =
t√

G(M1+M2)
r3
12

(10)

とすればよいことがわかる。よって、式（７）～（１０）を式（４）、（５）
に入れて整理すれば、

ẍ′ − 2ẏ′ − x′ = fx′

ÿ′ + 2ẋ′ − y′ = fy′ (11)

z̈′ = fz′
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fx′ = −m1(x
′ −m2)

r3
01

− m2(x
′ + m1)

r2
02

fy′ = −m1y
′

r3
01

− m2y
′

r3
02

(12)

fz′ = −m1z
′

r3
01

− m2z
′

r3
02

r01 =
√

(x′ −m2)2 + y′2 + z′2

r02 =
√

(x′ + m1)2 + y′2 + z′2

となる。ずいぶんと数値計算させやすくなった。

3 周期解の存在
実際に式 (11)、(12)をルンゲクッタ法で数値計算してみると多体問題
に特有な複雑な軌道は見られず、条件によってはある周期にしたがって
一定の軌道を描いているようにも見える。周期解が存在するのか理論的
に確かめてみることにする。まずわかりやすいように、式 (11)、(12)の
x′, y′, z′ を x, y, z と表記することにする。また力 f の各成分は中心力の
ポテンシャルより求められるから、ポテンシャル U を、

U = −m1

r01

− m2

r02

(13)

とすればよいことは明らかで、運動方程式を書き直すと、

ẍ− 2ẏ − x = −∂U

∂x

ÿ + 2ẋ− y = −∂U

∂y
(14)

z̈ = −∂U

∂z

式 (14)の上の式に ẋ 、真ん中の式に ẏ 、下の式に ż をかけそれぞれの
式をたすと、

ẋẍ + ẏÿ + żz̈ − (xẋ + yẏ) = −(ẋ
∂U

∂x
+ ẏ

∂U

∂y
+ ż

∂U

∂z
)

1

2

d

dt
(ẋ2 + ẏ2 + ż2 − (x2 + y2)) = −dU

dt
1

2
(ẋ2 + ẏ2 + ż2)− 1

2
(x2 + y2) + U = −C (15)
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が導ける。最後に t について積分を行い C は定数で後の便宜上 − をつ
けた。ここで、

1

2
(ẋ2 + ẏ2) ≥ 0

だから、

1

2
(x2 + y2)− U(x, y) =

1

2
(x2 + y2) +

m1

r01

+
m2

r02

≥ C (16)

が得られる。この式から初期値を決めたら C の値が決まる。もし左辺の
関数が発散せず閉じていれば、ある曲線の中でしか運動できない。そこ
で、その曲線を

1

2
(x2 + y2) +

m1

r01

+
m2

r02

= C

とおいてこの解を調べれば周期解の特性がわかるはずである。
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